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Separacién de variables: la ecuacién del calor y el problema de Sturm-Liouville
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Planteamiento: la ecuacién del calor

La ecuacién del calor es
ou  ,0%
ot 0a?
abreviada a menudo a u, — c?u,, = 0. Podemos pensar en una barra metélica de longitud
L, como en la figura. La funcién u(z,t) describe la temperatura en cada punto z de la
barra en cada instante t. El pardmetro ¢ es una propiedad térmica del material de la barra.

=0

Imponemos ademas estas condiciones a la funcién u(z,t):

(A)
Condiciones de contorno

(sin pérdida de generalidad)
z=0 r=1L

0,t) =0
U( ) (z,t) = temperatura en (z,
u(L,t) =0

(B)

Temperatura inicial (t = 0) de la barra

u(z,0) = f(x)
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Método de separacién de variables

Buscamos u(z,t) = T(t)X(x) = u, =T'X, u,, =TX"
171 _ X"(x)
2Tt Xz

Para que una funcién que sélo depende de x sea igual a una que sélo depende de t,
ambas tienen que ser constantes. Sea esa constante = —\.

Asique T’X —c*TX" =0 =

Tenemos entonces dos problemas:

(1) Un problema de valores iniciales (2) Un problema de contorno
T + T =0 X"(z)+ AX(x) =0,
u(x,0) = f(x) X(0) =0

X(L)=0

que veremos después de...

Este segundo tipo de problemas es nuevo en el curso y requiere ideas nuevas. Ese es el
contenido del Tema 5.
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Dos ejemplos muy distintos

Primer ejemplo: A =2, L =27

{X”+2X:0

2 _ _ .
CC: X(0) = 0, X(27) = 0 = 2 4+2=0 = X = ¢, cos(V2x) + ¢y sin(v22)

Imponiendo las condiciones de contorno:
X0)=0=0¢,=0 = ¢sin(v2-20) =0 = ¢, =0

Por tanto sélo existe la solucidn trivial, que no sirve para separacién de variables.

Segundo ejemplo: A =4, L =27

{X” +4X =0

2 _ _ .
CC: X(0) = 0, X(21) =0 = " +4=0 = X = ¢, cos(2z) + ¢, sin(2z)

Imponiendo las condiciones de contorno:
X0)=0=c¢, =0 = c¢ysin(4m) =0 = vale cualquier ¢,

Por tanto existe una solucién no trivial (en realidad infinitas), sin 2z

i Qué hace a \ = 4 distinto de \ = 2?7 ;Qué pasa con otros \?
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TEMA 5: El problema de Sturm—Liouville

Y+ Ay =0
Empezamos con o
y(0) =y(2m) =0 (CC) Condiciones de contorno

Ahora en vez de X (z)) usamos y(z), como hemos hecho en otros capitulos.

El polinomio caracteristico es 72 + A = 0.

(1) SiA=0=r=0doble = y=c¢; + cyx = las c.c. dan ¢; =0, ¢; =0 (sol. trivial,
no sirve)

(2) SiA<0=7r2=-X>0=r ==\, ry = —V—A reales distintas = no cumplen
las c.c. (sol. trivial)

(3)SiA>0, A=k2 =12+ k?=0=r = +ki =y = ¢, cos(kz) + cysin(kx) (con
k > 0) Y entonces las condiciones de contorno dan:

0=c¢, Cosin(2mk) =0 = 27k =nw = k=o conn=1,23,..

Conclusion: sélo hay soluciones no triviales para

2 a .
A=12-n=1,23,... Yy esas soluciones son (salvo mult. por constante) v, (z) = sm(gz)}
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Construccién de las soluciones u,, (z,t)

Volvemos a u(x,t) = T'(t) X (z). Hemos obtenido

X(z) = sin(%x) pero sélo cuando \ = %2, n=123,..

Asi que ahora, para T'(t):

T ) +2T=0 = T(t)=A et

Tenemos asi una familia de soluciones:

u,, (x, 1) =A~e*02%t'sin(%x), n=123,..

Y nos falta que sea u(x,0) = f(z). Como u(z,0) = Asin(%z):

o Si f(z) = 3sm( ) ya esta.

o Ysi f(x) =3sin(5z) — 4sin(Sx) también.

iPeroysi f(x) =x(2m—1x)?
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Desarrollo en serie y solucién general

La idea es aplicar el principio de superposicién. Primero, convirtiendo primero f en una
suma infinita (una serie):

flz)=z@2r —z) = Z A, sin(Lx)

(¢ Cudles seran los A,,?) Y ahora proponemos, usando superposicion:

u(z,t) = Z A, et sin(§x)
n=1
Seria
u(z,0) = f(z)
y ademas

u(0,t) = u(2m,t) =0
Finalmente, por linealidad w, — czum = 0 porque cada sumando de la serie lo cumple.

Las preguntas del tema 5 son: jcudles son los A, y,,?,  Como calculo los A,?
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&S 2
base ortonormal completa en L2([0, 27]) (correspondiente al desarrollo en serie de
Fourier de senos de medio rango en [0, L] con L = 2r).

1 n >
El conjunto de autofunciones normalizadas {(bn(w) = —=sen <fx)} forma una
n=1

Por tanto, cualquier funcién f € L2([0,27]) se desarrolla en esta base como:

F@)~ Y enb(o)

donde los coeficientes de Fourier generalizados vienen dados por el producto escalar
estandar en L2([0, 27]):

2
%:wazé (@) (z) dz

EDO-Session Viernes 2026-11-13



1. Calculo de los coeficientes c,,

Sustituyendo f(z) =xz(2r — )y ¢, (x) = ﬁ sen ()

1 27
Cp = ﬁ/o 27z — 22) sen (gm) dz

Integramos por partes sucesivamente:

. : > _ 2 _ .
Q@ Primera integracién por partes (u = 27z — z*, dv = sen (4z)dz):
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@ Segunda integracién por partes (uy, = 2m — 2z, dv, = cos (§x)dz):

© Evaluacién de la integral restante:

%/0 sen <gaz> dx = % [—% cos (gx)}o =
—i—g(cos(mr) —cos(0)) = w

Multiplicando por el factor ﬁ:

1601 (1))
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2. Simplificacién segin la paridad de n

o Sin espar (n=2k):1—(—1)2* =0 = c,, = 0 (esto ocurre porque f(z) es
simétrica respecto al punto medio z = 7, mientras que las autofunciones pares son
antisimétricas respecto a dicho punto).

e Sin es impar (n =2k —1, con k> 1):

32
1- (1)1 =2 = ¢y =

VT (2k—1)%
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3. Desarrollo en la base de autofunciones

Como f(x) es continua en [0, 27], suave a trozos y ademas cumple las condiciones de
contorno del problema (f(0) = f(2w) = 0), la serie converge uniforme y puntualmente
a f(z) en todo [0, 27]:

z(2m — ) Zka )3¢2k 1(2)

O escrito explicitamente en funcién de x:

32 - 1 2k—1
2m — = 2
z(2m —x) - 2:1 e sen( 5 a:), z € [0, 27]
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