4.7 Introduccidn a Sistemas Auténomos Planos

Definicion

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales

X'(t) = F(x,y,t) i
{y’(t)zc(x,f/,t) t>0, (x,y)eDCR

Se dice que dicho sistema es auténomo, si

F(x,y,t)=F(x,y) y G(x,y.t)=G(x,y),

es decir, si sus ecuaciones no dependen explicitamente de t.

Ejemplo:

x'(t) = x? — sen® y +1

'(t) = xseny — y?
"(t) =tx—y3 +1

'(t) = 2x + y? — t2

@ Sistema auténomo {

X
—~

@ Sistema no auténomo {



4.7 Introduccién a Sistemas Auténomos Planos

Sea el sistema auténomo plano

/ —
{ ;,23 _ Z.(();)}//)) t>0, (x,y)€DCR?
con F, G € CY(D).
Se verifica que para cada punto (xg, yo) € D y cada ty € R, existe
una tnica solucién (x(t), y(t)), definidaen t € Z, con ty € Z, tal
que (x(to), y(to)) = (x0,¥0)-

@ Plano de fases --+ Plano xy

@ Trayectorias de un sistema auténomo --+ Soluciones de dicho

sistema, vistas como curvas en forma paramétrica
(x(t),y(t)), t € Z del plano de fases.

@ Diagrama de fases --+ Representacion en el plano de fases del
conjunto de trayectorias del sistema asociadas a los diferentes

puntos iniciales. 7/, yirlo venid %/%/M%/
I



4.7 Introduccién a Sistemas Auténomos Planos

Definicién (Puntos criticos)

Sea el sistema auténomo plano

(S) = { V(1) = Glxy) (X,y)EDC]R2

Se denomina Punto critico de (S), a todo punto (xo, yo) tal que la

curva
{ x(t) = xo
y(t) = yo
es una solucion de (S) (constante en el tiempo).
Los puntos criticos de (S) vienen dados por las soluciones (xo, yo)

del sistema
F(x,y)=0
{ G(x,y) =0
La trayectoria en el plano de fases asociada a un punto critico se
reduce a dicho punto.

>0




4.7 Introduccién a Sistemas Auténomos Planos

Definicién (Solucién periddica)

Sea el sistema auténomo plano

_ [ X () =F(xy) 2
&)= { y(H)=Glxy) @ ¥¥)EPCR

Se denomina Solucién periédica de (S), a toda solucién
(x(t),y(t)) de (S) que verifique que
x(t+T)=x(t), y(+T)=y()

para algun T > 0.
Las trayectorias en el plano de fases asociadas a las soluciones
periddicas de (S), se reducen a curvas cerradas.




4.7 Introduccidn a Sistemas Auténomos Planos

Sea el sistema auténomo plano

_ [ X()=F(xy), (xy)EDCR
<5):{y'<t>:c<x§>, FGecip) -

Propiedades de las trayectorias del sistema auténomo (S)

@ Por cada punto (x,y) € D pasa una tnica trayectoria.

@ La trayectoria que parte de un punto critico, no se mueve de
él.

@ La trayectoria que parte de un punto no critico, Ginicamente
puede hacer una de las siguientes cosas:

Aproximarse a un punto critico en tiempo infinito.

o Recorrer una trayectoria cerrada (soluc. periédica).

e Aproximarse a una trayectoria cerrada en tiempo infinito.
]

Escaparse al infinito. oy oA /. otatts

@ Una trayectoria que parte de un punto no critico, no puede
cortarse a si misma, a menos que sea periddica.

T = = =




4.8 Concepto de Estabilidad de Puntos Criticos de
Sistemas Auténomos

Definicién (Estabilidad)

Sea (xo, yo) un punto critico del sistema auténomo

_ [ X(t)=F(xy)
(5) = { y’(t) _ G(X,y) ; (X,y) € D CR?

o (xp,Y0) es estable, si para cada ¢ > 0, existe 6(¢) > 0 tal que

dist((x(0), y(0)). (x0.y0)) < & = dist((x(t), y(t)), (x0,y0)) <€
Vi>0 /), Je 2 /99

o (xo,¥0) es asintéticamente estable, si es estable y ademds
existe 61 > 0, con 61 < J(¢) tal que % A a9 0)
dist((x(0),y(0)), (x0.y0)) <91 =i mHoo(X(t) y(t)) = (x0. y0)
e (x0,¥0) es mestablé/SI %%eﬁsl >/Oj tal que V6 > 0 existe

(x(0),y(0))) con dist((x(0),y(0)), (x0,y0)) <& y sin
embargo dist((x(t*), y(t*)), (x0, y0)) > €1 para algdn t_* > E)
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4.9 Estabilidad de Puntos Criticos de Sistemas Auténomos

Lineales

Sistemas auténomos lineales homogéneos
Sea el sistema auténomo lineal

(SL) = <X>/:A<;>, A€ My, |Al#0

y
¥

(0,0) dnico punto critico de (SL)
4

i Estabilidad de (0, 0) a través de los autovalores de A ?
oc(A)={ A1, A2}, |Al=A1A2, traza(A) = A1+ Ay
Al 0= A1 #0, A2 #0
|A— Al = A% — traza(A)A + |A|
(x(8),y (1)) = GeMtn + Ge' i
V; autovector asociadoa A;, i=1,2



EL DIBUJO DEL PLANO DE FASE DEPENDE DE LOS AUTOVALORES

I
D = ‘A| = A1 Ay, tra;a(A) = A1+ As
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4.9 Estabilidad de Puntos Criticos de Sistemas Auténomos
INEEIES

Teorema (Estabilidad de (0, 0) para (SL))

Sea el sistema auténomo lineal

/

(SL) = <X> :A<X > o o(A) ={A1, A}, Al £0
y y

Entonces, (0,0) es el dnico punto critico de (SL) y éste es:

@ Asintdticamente estable, si los autovalores de A son reales y
ambos negativos, o complejos conjugados con parte real
negativa.

o Estable, pero No asintéticamente estable, si los autovalores de
A complejos conjugados con parte real nula (imag. puros).

@ Inestable, si los autovalores de A son reales y alguno de ellos
positivo, o complejos conjugados con parte real positiva.




/ N=pA+g=0 = A= PGy
<X> :A<;>' |A| #0, (0,0) pto. critico
o(A) = {A1, Ao}, p=traza(A) = A1+ Aa, qg=|A =M,

o

Inestable, punto silla

Ntk ‘% wodi s,
/ (W@@)

Figure: Diagrama de estabilidad
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4.9 Estabilidad de Puntos Criticos de Sistemas Auténomos

Lineales

Sea el sistema auténomo lineal

(sL) = (ﬁ)/zA(X), o(A) = (M Ao}, Al £0

y

Estabilidad de (0,0) para (SL) (Autovalores reales)

o Al,AQGRyAl#)\Q
o A1 <Ay < 0= (0,0) es un nodo atractor o sumidero (asint.
estable)
o A1 > Ay > 0= (0,0) es un nodo repulsor o fuente (inestable)
o A1 <0< Ay = (0,0) es un punto de silla (inestable)
e A, M ERyYy A=Ay
o A; = A2 < 0= (0,0) es un nodo degenerado atractor (asint.
estable)
o A;1 =A2 > 0= (0,0) es un nodo degenerado repulsor
(inestable)

v
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4.9 Estabilidad de Puntos Criticos de Sistemas Auténomos

Lineales

Sea el sistema auténomo lineal

(sL) = (j)/:A(X), o(A) = (M Ao}, Al £0

y

Estabilidad de (0,0) para (SL) (Autovalores complejos (no reales))
@ A1, Ay € C\]R (/\1 I)t_z)
o Re(A1) =Re(A2) = 0= (0,0) es un centro (estable)

0,0
o Re(A1) =Re(A2) < 0= (0,0) es un foco atractor o espiral
asintéticamente estable

o NRe(A1) =Re(A2) > 0= (0,0) es un foco repulsor o espiral
inestable




