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4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

Sea el sistema lineal b momeno % M

/

)_(/(t) :A)_((t)+g(t). A= (a,-J-),fszl € Mpxn

donde , Siendo

j J --» una forma candnica de Jordan de la matriz A

P --»  una matriz de paso asociada a J = |P| # 0

Entonces, una matriz fundamental del sistema lineal homogéneo
viene dada por

®(t) := et = PeTtp1,

y debido a que |P| # 0, otra matriz fundamental del mismo es

&(t) := eMtp = Pt




4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

» Repaso del célculo de et con A = (aj)7 =1 € Mnxn

@ J --» una forma candnica de Jordan de la matriz A
@ P --» una matriz de paso asociada a J.
A=PIJP ! = Mt =peltp!

Para el cilculo de e/t deben tenerse en cuenta:

e Si J queda subdividida en / cajas en la forma

J1 elit
J2 ezt

T elit



4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

» Repaso del célculo de e con A = (aj)f ;=1 € Maxn

7
/‘(/(HJO VA
e Silacaja J;,i=1,..., I, es diagonal, %M W/ @ZW




4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

@ Silacaja J;,i=1,..., I, es de la forma
Ab 0 0 -+ 0 O
1 A O -« 0 O
0O 1 A; --- 0 O
Ji= o Do € M
0 0 0 oo oo WW
0 0 O 1 ; . ng
U
1 0 0 -« 00
1i2! 1 . 0 0
% % 1 .- 0 0
eJit .= ehit ; : : . c € M xr,
tr,-—2 tr,-—3 t
= 1 0
ri—2)! ri—3)! 1!
( trl-fl) ( trl-72) tr,-73 t

iy

(I’,‘*l)! (r,-72)! (I‘,’73)!




4.3 SEDOs lineales completos

Estructura del conjunto de soluciones

Teorema

El conjunto de soluciones del SEDO lineal completo

X'(t) = A@®)X(t) + B(t)|  A(t) = (a(t))],_; € Muxn

tiene estructura de espacio afin de dimension n con espacio
vectorial asociado, el espacio vectorial de soluciones del sistema
lineal homogéneo asociado. Por ello

XE(r) = X8 (1) + Xg(1) = @(1) C+ X§(1),

donde ®(t) € M« es una matriz fundamental del SEDO lineal
homogéneo asociado y C := (C;)"_; € M,x1 es un vector de
constantes arbitrarias, con C; e R, i=1,..., n.




4.3 SEDOs lineales completos

Principio de Superposicion de Soluciones

Teorema

Si pi(t) € Mpx1 es una solucion del sistema
X'(t) = A(t)X(t) + Bi(t),
donde A(t) € Mpxn, Bi(t) € Mpx1, i = 1,2, entonces
P(t) = ¢a(t) + §2(t) € Mpu1,

es solucién del sistema %\%"/f Wata

X'(t) = A(D)X(8) + (Bu(t) + Ba(1)) .




3.3 SEDOs lineales completos

Método de Variacion de Constantes

Objetivo: Budsqueda de una solucién particular X5(t) del SEDO
lineal completo.
Estructura planteada = X5(t) := ®(t)C(t) = C(t)?

®(t) --» Matriz fundamental del SEDO lineal homogéneo asociado

¢
X5 (t) solucién del SEDO lineal completo
Y (*)
C'(t) = () B(t) /q> £)B(t

Sustituyendo en la estructura inicialmente planteada

/CD t)dt € Mpx1
e



4.3 SEDOs lineales completos

Solucién general del sistema completo

Teorema
Sean el SEDO lineal completo

X'(t) = A(t)X(t) + B(t),
con A(t) € Mpxn, B(t) € Mux1y @(t) € Mpx, una matriz

fundamental del SEDO lineal homogéneo asociado. Entonces una
expresion de la solucion general X (t) del SEDO completo es

XE(t) = D(¢) <C + /CD_l(t)B(t) dt) ,

G

(@Y
I

E./\/lnxl. GeR,i=1,..., n

Cn




4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes
Example (Problema 1 - Hoja 4A)

Demuéstrese que si ¢(t) € M1 es un vector solucién de un
sistema lineal homogéneo de coeficientes constantes, entonces
@' (t) € Mpx1 también es vector solucién de dicho sistema.

Example (Problema 2 - Hoja 4A)

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales

x'=y+et
y'=—-2x+3y+e!

Hallese la solucién particular que pasa por el punto
(to;x0,y0) = (0;1,2).




4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

o 4A
Example (Problema 3 - Hoja 4B)

Sabiendo que las funciones

sen(2t) sen(t)cos(t)
@1 = | cos?(t) P2 = sen?(t)
t2+1 t2
son soluciones de un sistema lineal completo de coeficientes
constantes
X'(t) + AX(t) = B(t),
se pide:

i) Obtener la solucién general de dicho sistema lineal completo.
ii) Determinar la matriz de coeficientes A y el vector de términos
independientes B(t) de dicho sistema.




4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

Ejercicio (Problema 1 - Hoja 4B)

Resuélvase el SEDO lineal homogéneo

X'(t) = AX(t)
en cada uno de los siguientes casos:
51 0
VA= 6 4 0 , i) A=
1 0 -3 10




4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

Ejercicio (Problema 2 - Hoja 4B)

Hallese la solucion general de los siguientes sistemas de ecuaciones
diferenciales: . .
X =y-+e
a) { Y =x+et '
x'=2x+1 x'=2y+1
by { y'=2y+t ) ¥y =2x+5et
7z = 2x+2y +3z+ sen(t) Z=2x+2y+3z+1
v




4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes
Ejercicio (Problema 3 - Hoja 4B)

Resuélvanse los siguientes problemas de valor inicial:

5) xX'=x-=2y—t; x(0)=1
y'=2x—-3y—t; y(0)=1

b) X' =2x+y+1; x(0) =0
y/=6x+y+tet; y(0)=1

Examples (Véase apartado de aplicaciones de SEDOS lineales)
@ Problema 4 de Hoja 4A (Problemas de mezclas)
@ Problema 5** de Hoja 4A (Problemas de masa-resorte)
@ Problema 7 de Hoja 4A (Problemas de movimiento)

@ Problema 6 de Hoja 4A (Problemas de circuitos eléctricos).




4.6 Aplicaciones de SEDOs Lineales

Problemas de mezclas

Example (Problema 4 - Hoja 4A)

Agua pura: Mezcla: 3 Vmin
3 Vmin
—_—

Tanque 1 Tanque 2

Mezcla: 4 1/min
Mezcla: 2 Umin Mezcla: 1 I/min
—

J
M o




4*.- Dos tanques se encuentran conectados por una serie de tuberias, como es mostrado en la figura

inferior. El tanque 1, contiene inicialmente 20 litros de agua donde se han disuelto 150 gramos de cloro.

El tanque 2, contiene inicialmente 50 gramos de cloro, disueltos en 10 litros de agua. En el instante

inicial, se bombea agua pura en el tanque 1 a razén de 3 litros por minuto, mientras que las soluciones

de cloro y agua se intercambian entre los tanques y también salen de ellos, en las razones indicadas en
la figura adjunta. Analicese el comportamiento para tiempos grandes (¢t — o) de las cantidades de
cloro que hay en cada tanque en cada instante de tiempo.

L dg
Apua pura 3 Umin i Eu.as]/mm fi w‘f’ffﬂm A{ Wé é I/Léﬂ o
A [ ) Z )< gr Al a7y o
//z‘/,/n/élm Hal

Mﬂwﬂé/ amdiv:
cl e | e [ GatadlT)-(lk 2T
— ﬁ ok @ T) Ll T

. 8
Z - 3-% ’ﬂ*")L /. x/(0)=l50
P 270 /0/ //0):50

;P 4 _/
i O Y




4.6 Aplicaciones de SEDOs Lineales

Problemas de movimiento

Example (Problema 6 - Hoja 4A)

Un punto material se mueve sobre el plano OXY de forma que, en
todo instante de tiempo t > 0, la componente sobre OY de la
velocidad es doble que su componente sobre OX y la componente
sobre OX de la aceleracion es el triple de la suma de la abcisa y la
ordenada del punto correspondiente. Sabiendo que en t =0 la
particula estd en el origen de coordenadas y que en ese instante la
componente sobre OX de la velocidad es 6 m/seg., obténgase la
ecuacién de la trayectoria.




4.5 Resolucion de SEDOs Lineales por Transformada de

Laplace

Circuitos eléctricos RL - RLC

Example (Problema 6 - Hoja 4A)




4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

@ Silacaja J;,i=1,..., I, es de la forma
Ai 0 0 --- 0 O
1 A 0 --- 0 O
0 1
J=|
0 0
0 0
1
t
1
t2
et = Mt : : : | EMexy
tr,-—2 tr,-—3 t
1 0
ri—2)! ri—3)! 1!
( trl-fl) ( trl-72) tr,-73 t
(i1t (i=2)t (r=3)! 1



dviond
Z[z’—jx—x A- ‘9 Ja- M /= ‘3"\/;:‘:/\24/%/{/\—2)2:0

x'=%,+%

4 '4”/4 2T) o A dinaorid, M@/ﬂ,ﬂ%z e
)(/ /)* 4= [ (3 @ wicbskoel.

A][z/méff( /( / (oo Zﬂ(}g/fg /éfﬂzﬁ

Y o 10 i ff) (40%;02(;1)
%W{ﬂﬂ 2r+y’jg@ ﬂ/?(

ﬂ’zy

%/waﬂﬁf/mw 6ZL7






;ﬁmm%/ x ]:/;l/}o/&;,ﬁ,@,

6J§ g/\f/f/ 7

) oo
]’ ///\O)g/;ZdZ/(W
0 [ A
Jtoaf]l 97
- £t 10
€= \#¢4

oo slrctae: -7 071 3] ) =" )

¥
n oo

Y= c.é) ?7*@ e’ /47 %/jwi



§

de

Retrato

77
i

/
/
/

§57 %
5 £ /
O & ~n O 4
2 s
255
nooe
5 g
2 LN
g2
£33

/
/
/
/
/|
/
1/

o
K- ] /
| g
83553
£ 90 098
-4 2 8 2z
AN
e
L |
< ™ o~

i




4.5 Resolucion de SEDOs Lineales por Transformada de
Laplace

Ejercicio (Problema 4 - Hoja 4B)

Hallese la solucion del problema de valor inicial
{ x'=2x—y+2f(t); x(0)=1
y'=x+£(t); y© =0 " olsurs)
®

donde 3 :
[ 3 si 0<t<5 :
“”_{0 si t>5 J

5




4.6 Aplicaciones de SEDOs Lineales

Problemas de mezclas

Ejercicio (Problema 8 - Hoja 4B)

MLL(,IJ 5 l/min., C gr/l

Agua pura 10 I/min. :

'Vle7cla 10 Vmin. Tanque 1

Mezcla: ]5 1/min.

Tanque 2

Mezcla: 5 1/min.

Mezcla: 20 1/min.

=T




4.7 Introduccidn a Sistemas Autdnomos Planos

Definicion

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales

X'(t) = F(x,y,t)
{ Y (t) = G(x,yy, n t>0 (x,y) e DCR?

Se dice que dicho sistema es auténomo, si

F(x,y,t)=F(x,y) y G(x,y.t)=G(x,y),

es decir, si sus ecuaciones no dependen explicitamente de t.

@ Sistema auténomo { X'(t) = — sen’ y +1
'(t) = xseny — y?
i 5 X(t) =tx—y>+1
@ Sistema no auténomo { (t) = 2X—|—y i



4.7 Introduccién a Sistemas Auténomos Planos

Sea el sistema auténomo plano

/ —
{ ;,23 _ Z.(();)}//)) t>0, (x,y)€DCR?
con F, G € CY(D).
Se verifica que para cada punto (xg, yo) € D y cada ty € R, existe
una tnica solucién (x(t), y(t)), definida en t € Z, con tg € Z, tal
que (x(to), y(to)) = (x0,¥0)-

@ Plano de fases --+ Plano xy

@ Trayectorias de un sistema auténomo --+ Soluciones de dicho

sistema, vistas como curvas en forma paramétrica
(x(t),y(t)), t € Z del plano de fases.

@ Diagrama de fases --+ Representacion en el plano de fases del
conjunto de trayectorias del sistema asociadas a los diferentes

puntos iniciales. 7/, yirlo venid %/%/M%/
I



4.7 Introduccién a Sistemas Auténomos Planos

Definicién (Puntos criticos)

Sea el sistema auténomo plano

(S) = { V(1) = Glxy) (X,y)EDC]R2

Se denomina Punto critico de (S), a todo punto (xo, yo) tal que la

curva
{ x(t) = xo
y(t) = yo
es una solucion de (S) (constante en el tiempo).
Los puntos criticos de (S) vienen dados por las soluciones (xo, yo)

del sistema
F(x,y)=0
{ G(x,y) =0
La trayectoria en el plano de fases asociada a un punto critico se
reduce a dicho punto.

>0




4.7 Introduccién a Sistemas Auténomos Planos

Definicién (Solucién periddica)

Sea el sistema auténomo plano

_ [ X () =F(xy) 2
&)= { y(H)=Glxy) @ ¥¥)EPCR

Se denomina Solucién periédica de (S), a toda solucién
(x(t),y(t)) de (S) que verifique que
x(t+T)=x(t), y(+T)=y()

para algun T > 0.
Las trayectorias en el plano de fases asociadas a las soluciones
periddicas de (S), se reducen a curvas cerradas.




4.7 Introduccidn a Sistemas Autdnomos Planos

Sea el sistema auténomo plano

_ [ X(t)=F(xy), (xy)€DCR
(5) = { y'(t) = G(X,))//), Fyv Gecl(D) -

Propiedades de las trayectorias del sistema auténomo (S)

@ Por cada punto (x,y) € D pasa una Unica trayectoria.

@ La trayectoria que parte de un punto critico, no se mueve de
él.

@ La trayectoria que parte de un punto no critico, tinicamente
puede hacer una de las siguientes cosas:

Aproximarse a un punto critico en tiempo infinito.

o Recorrer una trayectoria cerrada (soluc. periédica).

e Aproximarse a una trayectoria cerrada en tiempo infinito.

e Escaparse al infinito.

@ Una trayectoria que parte de un punto no critico, no puede
cortarse a si misma, a menos que sea periddica.

—_— = — —




