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El caso de autovalores complejes X =a+bipara

justificada zpags másadelante
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,
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Unstable Spiral (Focus): X1 = 6X1 - 5X2, X2 = 5X1 + 4x2

Nuliспех2÷0:×¿=-⅔×1
Unstable spiral point (0, 0)
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4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

Teorema

Sea el sistema lineal

X̄ →(t) = AX̄ (t) + B̄(t) , A = (aij )
n

i ,j=1 ↑ Mn↓n

donde A = PJ P↔1 , siendo

J ↭↭↫ una forma canónica de Jordan de la matriz A
P ↭↭↫ una matriz de paso asociada a J ↗ |P| ↘= 0

Entonces, una matriz fundamental del sistema lineal homogéneo
viene dada por

Φ(t) := eAt = PeJ tP↔1 ,

y debido a que |P| ↘= 0, otra matriz fundamental del mismo es

Φ̃(t) := eAtP = PeJ t

7 de momentonnta nada



4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

↬ Repaso del cálculo de eAt
con A = (aij )ni ,j=1 ↑ Mn↓n

J ↭↭↫ una forma canónica de Jordan de la matriz A
P ↭↭↫ una matriz de paso asociada a J .

A = PJ P↔1 ↗ eAt = PeJ tP↔1

Para el cálculo de eJ t deben tenerse en cuenta:

Si J queda subdividida en l cajas en la forma

≃

J :=





J1

J2
. . .

Jl




↗ eJ t =





eJ1t

eJ2t

. . .

eJl t







4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

↬ Repaso del cálculo de eAt
con A = (aij )ni ,j=1 ↑ Mn↓n

Si la caja Ji , i = 1, . . . , l , es diagonal,
≃

Ji :=





λi

λi

. . .
λi




↗ eJi t =





eλi t

eλi t

. . .

eλi t





↳
El
aseahastaalere

< t
.
>

tiIro
exit.Iri



4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

Si la caja Ji , i = 1, . . . , l , es de la forma

Ji :=





λi 0 0 · · · 0 0
1 λi 0 · · · 0 0
0 1 λi · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · λi 0
0 0 0 · · · 1 λi





↑ Mri↓ri

≃

eJi t := eλi t





1 0 0 · · · 0 0
t

1! 1 0 · · · 0 0
t
2

2!
t

1! 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
t
ri↔2

(ri↔2)!
t
ri↔3

(ri↔3)! · · · t

1! 1 0
t
ri↔1

(ri↔1)!
t
ri↔2

(ri↔2)!
t
ri↔3

(ri↔3)! · · · t

1! 1





↑ Mri↓ri

Veremos un ejemple
sencillo



4.3 SEDOs lineales completos

⊜ Estructura del conjunto de soluciones

Teorema

El conjunto de soluciones del SEDO lineal completo

X̄ →(t) = A(t)X̄ (t) + B̄(t) , A(t) = (aij (t))
n

i ,j=1 ↑ Mn↓n

tiene estructura de espacio af́ın de dimensión n con espacio
vectorial asociado, el espacio vectorial de soluciones del sistema
lineal homogéneo asociado. Por ello

X̄ c

G
(t) = X̄H

G
(t) + X̄ c

P
(t) = Φ(t)C̄ + X̄ c

P
(t) ,

donde Φ(t) ↑ Mn↓n es una matriz fundamental del SEDO lineal
homogéneo asociado y C̄ := (Ci )ni=1 ↑ Mn↓1 es un vector de
constantes arbitrarias, con Ci ↑ R, i = 1, . . . , n.



4.3 SEDOs lineales completos

⊜ Principio de Superposición de Soluciones

Teorema

Si ϕ̄i (t) ↑ Mn↓1 es una solución del sistema

X̄ →(t) = A(t)X̄ (t) + B̄i (t) ,

donde A(t) ↑ Mn↓n, B̄i (t) ↑ Mn↓1, i = 1, 2, entonces

ϕ̄(t) = ϕ̄1(t) + ϕ̄2(t) ↑ Mn↓1 ,

es solución del sistema

X̄ →(t) = A(t)X̄ (t) + (B̄1(t) + B̄2(t)) .

parar particularare



3.3 SEDOs lineales completos

⊜ Método de Variación de Constantes

Objetivo: Búsqueda de una solución particular X̄ c

P
(t) del SEDO

lineal completo.
Estructura planteada ↗ X̄ c

P
(t) := Φ(t)C̄ (t) ↗ C̄ (t)?

Φ(t) ↭↭↫ Matriz fundamental del SEDO lineal homogéneo asociado

≃
X̄ c

P
(t) solución del SEDO lineal completo

≃ (ω)

C̄ →(t) = Φ↔1(t)B̄(t) ↗ C̄ (t) =
∫

Φ↔1(t)B̄(t) dt

Sustituyendo en la estructura inicialmente planteada

≃

X̄ c

P
(t) = Φ(t)

∫
Φ↔1(t)B̄(t) dt ↑ Mn↓1



4.3 SEDOs lineales completos

⊜ Solución general del sistema completo

Teorema

Sean el SEDO lineal completo

X̄ →(t) = A(t)X̄ (t) + B̄(t) ,

con A(t) ↑ Mn↓n, B̄(t) ↑ Mn↓1 y Φ(t) ↑ Mn↓n una matriz
fundamental del SEDO lineal homogéneo asociado. Entonces una
expresión de la solución general X̄ c

G
(t) del SEDO completo es

X̄ c

G
(t) = Φ(t)

(
C̄ +

∫
Φ↔1(t)B̄(t) dt

)
,

C̄ =




C1
...
Cn



 ↑ Mn↓1 , Ci ↑ R , i = 1, . . . , n



4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

Example (Problema 1 - Hoja 4A)

Demuéstrese que si ϕ̄(t) ↑ Mn↓1 es un vector solución de un
sistema lineal homogéneo de coeficientes constantes, entonces
ϕ̄→(t) ↑ Mn↓1 también es vector solución de dicho sistema.

Example (Problema 2 - Hoja 4A)

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales
{

x → = y + et

y → = ↔2x + 3y + et

Hállese la solución particular que pasa por el punto
(t0; x0, y0) = (0; 1, 2).



4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

Example (Problema 3 - Hoja 4B)

Sabiendo que las funciones

ϕ1 =




sen(2t)
cos2(t)
t2 + 1



 ϕ2 =




sen(t)cos(t)

sen2(t)
t2





son soluciones de un sistema lineal completo de coeficientes
constantes

X →(t) + AX (t) = B(t),

se pide:
i) Obtener la solución general de dicho sistema lineal completo.
ii) Determinar la matriz de coeficientes A y el vector de términos
independientes B(t) de dicho sistema.

Z 4A

X



4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

Ejercicio (Problema 1 - Hoja 4B)

Resuélvase el SEDO lineal homogéneo

X̄ →(t) = AX̄ (t)

en cada uno de los siguientes casos:

i) A =




5 1 0
6 4 0
1 0 ↑3



 , ii) A =




0 0 1
0 1 0
10 2 3







4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

Ejercicio (Problema 2 - Hoja 4B)

Hállese la solución general de los siguientes sistemas de ecuaciones
diferenciales:

a)

{
x → = y + et

y → = x + e↑t
,

b)






x → = 2x + 1
y → = 2y + t
z → = 2x + 2y + 3z + sen(t)

, c)






x → = 2y + 1
y → = 2x + 5e↑t

z → = 2x + 2y + 3z + 1



4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

Ejercicio (Problema 3 - Hoja 4B)

Resuélvanse los siguientes problemas de valor inicial:

a)

{
x → = x ↑ 2y ↑ t ; x(0) = 1
y → = 2x ↑ 3y ↑ t ; y(0) = 1

,

b)

{
x → = 2x + y + 1 ; x(0) = 0
y → = 6x + y + te↑t ; y(0) = 1

Examples (Véase apartado de aplicaciones de SEDOS lineales)

Problema 4 de Hoja 4A (Problemas de mezclas)

Problema 5** de Hoja 4A (Problemas de masa-resorte)

Problema 7 de Hoja 4A (Problemas de movimiento)

Problema 6 de Hoja 4A (Problemas de circuitos eléctricos).



4.6 Aplicaciones de SEDOs Lineales

↭ Problemas de mezclas

Example (Problema 4 - Hoja 4A)
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4.6 Aplicaciones de SEDOs Lineales

↭ Problemas de movimiento

Example (Problema 6 - Hoja 4A)

Un punto material se mueve sobre el plano OXY de forma que, en
todo instante de tiempo t > 0, la componente sobre OY de la
velocidad es doble que su componente sobre OX y la componente
sobre OX de la aceleración es el triple de la suma de la abcisa y la
ordenada del punto correspondiente. Sabiendo que en t = 0 la
part́ıcula está en el origen de coordenadas y que en ese instante la
componente sobre OX de la velocidad es 6 m/seg., obténgase la
ecuación de la trayectoria.



4.5 Resolución de SEDOs Lineales por Transformada de

Laplace

↭ Circuitos eléctricos RL - RLC

Example (Problema 6 - Hoja 4A)



4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

Si la caja Ji , i = 1, . . . , l , es de la forma

Ji :=





λi 0 0 · · · 0 0
1 λi 0 · · · 0 0
0 1 λi · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · λi 0
0 0 0 · · · 1 λi





→ Mri↑ri

↓

eJi t := eλi t





1 0 0 · · · 0 0
t

1! 1 0 · · · 0 0
t
2

2!
t

1! 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
t
ri↔2

(ri↔2)!
t
ri↔3

(ri↔3)! · · · t

1! 1 0
t
ri↔1

(ri↔1)!
t
ri↔2

(ri↔2)!
t
ri↔3

(ri↔3)! · · · t

1! 1





→ Mri↑ri

ejemplo



Ejemplo adicional

装 A= Y,! lAIES,y = x- (x + (=(x-2) = 0

Si bar(1-21) es de dimensión2
,

no hayproblema. Pero

9 1 ℃=℃ ⇒ u = v⇒Llesunidimearional
.

Licalculais, Ii =1 = 88. Bucameentanber(A-21)
P

. ejemplo (1, 0)= Ve

Y ahora sea v = (1-21/v = (2=i)(0) = (1, 1).Coneso P= (o])
1

2 0p
-

y como Arc =Ci+ v c tiene D= P.
1

↳AVz = 2uc J

Ahora,Lcomo ce usa estopara calcular
est?



Como enelcaso diagonalizable Crescindible
At

Ah= pjRp+

luego e = petp+

Pero J= D +N = () + 198)
diagenal vilpotente.

Yas eStDINDttT
facil

Nt= (80)= (NE)"= 188 = 0 =el+N++ o+o+ - - -=+Nt

eEe新(ItNt ) =e新⽉ ) :智営
0다이



En resumen
,
ci]= (19) entonces

etet(i)
Como clien las notas de teona. Sifuera
J()entus
ed[ ext 100

뜰 t 어

Volviendo alsistema : -p.e=e
y con en

Xi=t.C=ce) +cet() ageplaneet



Retrato de fases: X1
Linea invariante / autovector. X› = x

Sonah=Ua
Nodo degenerado inestable (0, O)



4.5 Resolución de SEDOs Lineales por Transformada de

Laplace

Ejercicio (Problema 4 - Hoja 4B)

Hállese la solución del problema de valor inicial

{
x → = 2x ↑ y + 2f (t) ; x(0) = 1
y → = x + f (t) ; y(0) = 0

,

donde

f (t) =

{
3 si 0 ↓ t < 5
0 si t ↔ 5

3(I-ult_s))
'

}

·



4.6 Aplicaciones de SEDOs Lineales

↭ Problemas de mezclas

Ejercicio (Problema 8 - Hoja 4B)



4.7 Introducción a Sistemas Autónomos Planos

Definición

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales
{

x →(t) = F (x , y , t)
y →(t) = G (x , y , t)

t > 0 , (x , y) ↗ D ↘ R2

Se dice que dicho sistema es autónomo, si

F (x , y , t) = F (x , y) y G (x , y , t) = G (x , y) ,

es decir, si sus ecuaciones no dependen expĺıcitamente de t.

↫ Ejemplo:

Sistema autónomo

{
x →(t) = x2 ↑ sen3y + 1
y →(t) = xseny ↑ y2

Sistema no autónomo

{
x →(t) = tx ↑ y3 + 1
y →(t) = 2x + y2 ↑ t2



4.7 Introducción a Sistemas Autónomos Planos

Sea el sistema autónomo plano

{
x →(t) = F (x , y)
y →(t) = G (x , y)

t > 0 , (x , y) ↗ D ↘ R2

con F , G ↗ C1(D).
Se verifica que para cada punto (x0, y0) ↗ D y cada t0 ↗ R, existe
una única solución (x(t), y(t)), definida en t ↗ I , con t0 ↗ I , tal
que (x(t0), y(t0)) = (x0, y0).

Plano de fases ↬↬⊜ Plano xy

Trayectorias de un sistema autónomo ↬↬⊜ Soluciones de dicho
sistema, vistas como curvas en forma paramétrica
(x(t), y(t)), t ↗ I del plano de fases.

Diagrama de fases ↬↬⊜ Representación en el plano de fases del
conjunto de trayectorias del sistema asociadas a los diferentes
puntos iniciales. Hemos visto varios ejemplos



4.7 Introducción a Sistemas Autónomos Planos

Definición (Puntos cŕıticos)

Sea el sistema autónomo plano

(S) ≃
{

x →(t) = F (x , y)
y →(t) = G (x , y)

, (x , y) ↗ D ↘ R2

Se denomina Punto cŕıtico de (S), a todo punto (x0, y0) tal que la
curva {

x(t) = x0
y(t) = y0

, t > 0

es una solución de (S) (constante en el tiempo).
Los puntos cŕıticos de (S) vienen dados por las soluciones (x0, y0)
del sistema {

F (x , y) = 0
G (x , y) = 0

La trayectoria en el plano de fases asociada a un punto cŕıtico se
reduce a dicho punto.



4.7 Introducción a Sistemas Autónomos Planos

Definición (Solución periódica)

Sea el sistema autónomo plano

(S) ≃
{

x →(t) = F (x , y)
y →(t) = G (x , y)

, (x , y) ↗ D ↘ R2

Se denomina Solución periódica de (S), a toda solución
(x(t), y(t)) de (S) que verifique que

x(t + T ) = x(t) , y(t + T ) = y(t)

para algún T > 0.
Las trayectorias en el plano de fases asociadas a las soluciones
periódicas de (S), se reducen a curvas cerradas.



4.7 Introducción a Sistemas Autónomos Planos

Sea el sistema autónomo plano

(S) ≃
{

x →(t) = F (x , y) , (x , y) ↗ D ↘ R2

y →(t) = G (x , y) , F , G ↗ C1(D)
,

Propiedades de las trayectorias del sistema autónomo (S)

Por cada punto (x , y) ↗ D pasa una única trayectoria.

La trayectoria que parte de un punto cŕıtico, no se mueve de
él.

La trayectoria que parte de un punto no cŕıtico, únicamente
puede hacer una de las siguientes cosas:

Aproximarse a un punto cŕıtico en tiempo infinito.
Recorrer una trayectoria cerrada (soluc. periódica).
Aproximarse a una trayectoria cerrada en tiempo infinito.
Escaparse al infinito.

Una trayectoria que parte de un punto no cŕıtico, no puede
cortarse a śı misma, a menos que sea periódica.


