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Objetivos a cubrir

Una vez finalizado el tema, el alumno:

Conocerá la terminoloǵıa básica y resultados elementales
relativos a SEDOs lineales y no lineales.

Manejará con fluidez y soltura las técnicas elementales de
resolución de SEDOs lineales

Sabrá obtener información cualitativa de soluciones de EDOs
y SEDOs no lineales, v́ıa el estudio de la estabilidad de sus
puntos cŕıticos.

Conocerá algunas de las muchas aplicaciones de los SEDOs
lineales y no lineales a problemas del campo de la f́ısica y la
ingenieŕıa.

Sabrá analizar el comportamiento para tiempos grandes de
diferentes fenómenos del campo de la f́ısica y la ingenieŕıa,
modelados por EDOs y SEDOs no lineales, v́ıa el estudio de la
estabilidad de los puntos cŕıticos del sistema que modela el
fenómeno en cuestión.



Bibliograf́ıa del tema

Los contenidos del tema pueden ser seguidos por:

Transparencias de clase

Caṕıtulo 4 (1a y 2a parte) de Ecuaciones Diferenciales y en
Derivadas Parciales (Apuntes del curso en el Portal de
Recursos), Cano Casanova, S. y Jiménez Casas, A.

Hoja 4A y Hoja 4B de problemas de la asignatura

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Teoŕıa y Problemas.
Métodos exactos, métodos numéricos, estudio cualitativo. De
la Villa Cuenca, A., López de la Rica, A. y otros autores.
CLAGSA, 2006.
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4.1 Introducción a SEDOs de primer orden

↭ Definiciones previas

Definición

Se denomina SEDO de primer orden, a todo sistema de ecuaciones
diferenciales de la forma






x →1(t) = f1(t, x1(t), x2(t), · · · , xn(t))
x →2(t) = f2(t, x1(t), x2(t), · · · , xn(t))
...

...
...

...
...

x →n(t) = fn(t, x1(t), x2(t), · · · , xn(t))

, t ↑ I

donde

I ↫↫↬ intervalo de trabajo

t ↑ I ↫↫↬ variable independiente de las funciones incógnitas

x1(t), x2(t), . . . , xn(t) ↫↫↬ funciones incógnitas.
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4.1 Introducción a SEDOs de primer orden

↭ Definiciones previas

Definición

Se denomina SEDO lineal de primer orden, a todo sistema de
ecuaciones diferenciales de la forma





x →1(t) = a11(t)x1(t) + . . . + a1n(t)xn(t) + b1(t)
x →2(t) = a21(t)x1(t) + . . . + a2n(t)xn(t) + b2(t)
...

...
...

...
...

...
...

x →n(t) = an1(t)x1(t) + . . . + ann(t)xn(t) + bn(t)

, t ↑ I

donde

aij (t) : I ↓↔ R ↫↫↬ coeficientes del sistema

bi (t) : I ↓↔ R ↫↫↬ términos independientes del sistema

x1(t), x2(t), . . . , xn(t) ↫↫↬ funciones incógnitas.
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4.1 Introducción a SEDOs de primer orden

↭ Definiciones previas

Definición

Sea el SEDO lineal de primer orden





x →1(t) = a11(t)x1(t) + . . . + a1n(t)xn(t) + b1(t)
x →2(t) = a21(t)x1(t) + . . . + a2n(t)xn(t) + b2(t)
...

...
...

...
...

...
...

x →n(t) = an1(t)x1(t) + . . . + ann(t)xn(t) + bn(t)

, t ↑ I

Sistema lineal homogéneo si bi (t) ↗ 0, i = 1, 2, . . . , n
Sistema lineal completo, en caso contrario.

Sistema lineal de coeficientes constantes, si todas las funciones
aij (t), i , j = 1, 2, . . . , n son funciones constantes, es decir, si

aij (t) = aij ↑ R , i , j = 1, 2, . . . , n
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4.1 Introducción a SEDOs de primer orden

↭ Expresión matricial de SEDOs lineales





x1(t)
x2(t)
...

xn(t)





→

=





a11(t) . . . a1n(t)
a21(t) . . . a2n(t)

...
...

an1(t) . . . ann(t)









x1(t)
x2(t)
...

xn(t)




+





b1(t)
b2(t)
...

bn(t)





↘ ↘ ↘ ↘
X̄ →(t) A(t) X̄ (t) B̄(t)

Vector de incógnitas X̄ (t) ↑ Mn≃1,

Matriz de coeficientes A(t) ↑ Mn≃n

Vector de términos independientes B̄(t) ↑ Mn≃1

⇐
X̄ →(t) = A(t)X̄ (t) + B̄(t) .
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4.1 Introducción a SEDOs de primer orden

↭ Expresión matricial de SEDOs lineales

X̄ →(t) = A(t)X̄ (t) + B̄(t) , t ↑ I

ϕ̄(t) =




ϕ1(t)
...

ϕn(t)



 ↑ Mn≃1 es solución del sistema si

ϕ̄→(t) = A(t)ϕ̄(t) + B̄(t) , t ↑ I
Estructura de la solución general:

X̄G (t) = ϕ̄(t,C1,C2, . . . ,Cn) ↑ Mn≃1 , C1, . . . ,Cn ↑ R

Sistema lineal homogéneo

B̄(t) ↗ 0 ⇒ X̄ →(t) = A(t)X̄ (t) , t ↑ I
Sistema lineal de coeficientes constantes

A(t) = A = (aij )
n

i ,j=1 , X̄ →(t) = AX̄ (t) + B̄(t) , t ↑ I
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4.2 SEDOs lineales homogéneos

↭ Estructura del conjunto de soluciones

Teorema

El conjunto de soluciones del sistema lineal homogéneo

X̄ →(t) = A(t)X̄ (t) , A(t) = (aij (t))
n

i ,j=1 ↑ Mn≃n

tiene estructura de espacio vectorial de dimensión n. Por ello, si

B = {φ̄1(t), φ̄2(t), . . . , φ̄n(t)}

es una base de dicho espacio vectorial de soluciones, entonces

X̄H

G
(t) = C1φ̄1(t) + C2φ̄2(t) + . . . + Cnφ̄n(t) = Φ(t)C̄

C̄ :=




C1
...
Cn



 ↑ Rn , Φ(t) :=
(

φ̄1(t) | φ̄2(t) |
... | φ̄n(t)

)
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4.2 SEDOs lineales homogéneos

↭ Estructura del conjunto de soluciones

Definición

X̄ →(t) = A(t)X̄ (t) , A(t) = (aij (t))
n

i ,j=1 ↑ Mn≃n

Se denomina Sistema fundamental de soluciones del sistema, a
todo conjunto de n vectores solución

B = {φ̄1(t), φ̄2(t), . . . , φ̄n(t)}

que constituya una base del esp. vect. de soluciones de éste. En
este caso la matriz

Φ(t) :=
(

φ̄1(t) | φ̄2(t) |
... | φ̄m(t)

)
↑ Mn≃n

es una Matriz fundamental del sistema y X̄H

G
(t) = Φ(t)C̄
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4.2 SEDOs lineales homogéneos

↭ Propiedades de matrices fundamentales

Sea Φ(t) ↑ Mn≃n una matriz fundamental de

X̄ →(t) = A(t)X̄ (t) , t ↑ I
Entonces:

Φ(t) es matriz solución, es decir,

Φ→(t) = A(t)Φ(t) , ⇑t ↑ I
|Φ(t)| ⇓= 0 ⇑t ↑ I ⇒ ⇔ Φ↖1(t) ⇑t ↑ I ;
Como consecuencia de los puntos anteriores, se verifica que

A(t) = Φ→(t)Φ↖1(t) .

Φ(t) Matriz fundamental ⇒ Matriz de coeficientes A(t)

Si K ↑ Mn≃n es una matriz constante y regular (|K | ⇓= 0)

⇐
Φ̃(t) := Φ(t)K ↑ Mn≃n matriz fundamental
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4.3 SEDOs lineales completos

↭ Estructura del conjunto de soluciones

Teorema

El conjunto de soluciones del SEDO lineal completo

X̄ →(t) = A(t)X̄ (t) + B̄(t) , A(t) = (aij (t))
n

i ,j=1 ↑ Mn≃n

tiene estructura de espacio af́ın de dimensión n con espacio
vectorial asociado, el espacio vectorial de soluciones del sistema
lineal homogéneo asociado. Por ello

X̄ c

G
(t) = X̄H

G
(t) + X̄ c

P
(t) = Φ(t)C̄ + X̄ c

P
(t) ,

donde Φ(t) ↑ Mn≃n es una matriz fundamental del SEDO lineal
homogéneo asociado y C̄ := (Ci )ni=1 ↑ Mn≃1 es un vector de
constantes arbitrarias, con Ci ↑ R, i = 1, . . . , n.
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4.3 SEDOs lineales completos

↭ Principio de Superposición de Soluciones

Teorema

Si ϕ̄i (t) ↑ Mn≃1 es una solución del sistema

X̄ →(t) = A(t)X̄ (t) + B̄i (t) ,

donde A(t) ↑ Mn≃n, B̄i (t) ↑ Mn≃1, i = 1, 2, entonces

ϕ̄(t) = ϕ̄1(t) + ϕ̄2(t) ↑ Mn≃1 ,

es solución del sistema

X̄ →(t) = A(t)X̄ (t) + (B̄1(t) + B̄2(t)) .
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4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

Teorema

Sea el sistema lineal

X̄ →(t) = AX̄ (t) + B̄(t) , A = (aij )
n

i ,j=1 ↑ Mn≃n

donde A = PJ P↖1 , siendo

J ↫↫↬ una forma canónica de Jordan de la matriz A
P ↫↫↬ una matriz de paso asociada a J ⇒ |P| ⇓= 0

Entonces, una matriz fundamental del sistema lineal homogéneo
viene dada por

Φ(t) := eAt = PeJ tP↖1 ,

y debido a que |P| ⇓= 0, otra matriz fundamental del mismo es

Φ̃(t) := eAtP = PeJ t
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4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

⊜ Repaso del cálculo de eAt
con A = (aij )ni ,j=1 ↑ Mn≃n

J ↫↫↬ una forma canónica de Jordan de la matriz A
P ↫↫↬ una matriz de paso asociada a J .

A = PJ P↖1 ⇒ eAt = PeJ tP↖1

Para el cálculo de eJ t deben tenerse en cuenta:

Si J queda subdividida en l cajas en la forma

⇐

J :=





J1

J2
. . .

Jl




⇒ eJ t =





eJ1t

eJ2t

. . .

eJl t




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4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

⊜ Repaso del cálculo de eAt
con A = (aij )ni ,j=1 ↑ Mn≃n

Si la caja Ji , i = 1, . . . , l , es diagonal,
⇐

Ji :=





εi

εi

. . .
εi




⇒ eJi t =





eεi t

eεi t

. . .

eεi t




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4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

Si la caja Ji , i = 1, . . . , l , es de la forma

Ji :=





εi 0 0 · · · 0 0
1 εi 0 · · · 0 0
0 1 εi · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · εi 0
0 0 0 · · · 1 εi





↑ Mri≃ri

⇐

eJi t := eεi t





1 0 0 · · · 0 0
t

1! 1 0 · · · 0 0
t
2

2!
t

1! 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
t
ri↖2

(ri↖2)!
t
ri↖3

(ri↖3)! · · · t

1! 1 0
t
ri↖1

(ri↖1)!
t
ri↖2

(ri↖2)!
t
ri↖3

(ri↖3)! · · · t

1! 1





↑ Mri≃ri



4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

Example (Problema 1 - Hoja 4A)

Demuéstrese que si ϕ̄(t) ↑ Mn≃1 es un vector solución de un
sistema lineal homogéneo de coeficientes constantes, entonces
ϕ̄→(t) ↑ Mn≃1 también es vector solución de dicho sistema.

Example (Problema 2 - Hoja 4A)

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales
{

x → = y + et

y → = ↖2x + 3y + et

Hállese la solución particular que pasa por el punto
(t0; x0, y0) = (0; 1, 2).
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