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Objetivos a cubrir

Una vez finalizado el tema, el alumno:

Conocera la terminologia basica y resultados elementales
relativos a SEDOs lineales y no lineales.

Manejarad con fluidez y soltura las técnicas elementales de
resolucién de SEDOs lineales

Sabrd obtener informacién cualitativa de soluciones de EDOs
y SEDOs no lineales, via el estudio de la estabilidad de sus
puntos criticos.

Conocera algunas de las muchas aplicaciones de los SEDOs
lineales y no lineales a problemas del campo de la fisica y la
ingenieria.

Sabra analizar el comportamiento para tiempos grandes de
diferentes fendémenos del campo de la fisica y la ingenieria,
modelados por EDOs y SEDOs no lineales, via el estudio de la
estabilidad de los puntos criticos del sistema que modela el
fendmeno en cuestién.



Bibliografia del tema

Los contenidos del tema pueden ser seguidos por:

@ Transparencias de clase

o Capitulo 4 (1° y 22 parte) de Ecuaciones Diferenciales y en
Derivadas Parciales (Apuntes del curso en el Portal de
Recursos), Cano Casanova, S. y Jiménez Casas, A.

@ Hoja 4A y Hoja 4B de problemas de la asignatura

@ Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Teoria y Problemas.
Métodos exactos, métodos numéricos, estudio cualitativo. De
la Villa Cuenca, A., Lépez de la Rica, A. y otros autores.
CLAGSA, 2006.
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4.1 Introduccién a SEDOs de primer orden

Definiciones previas

Definicion

Se denomina SEDO de primer orden, a todo sistema de ecuaciones
diferenciales de la forma

xq(t) = At xa(t) x(t), - xa (1))
x(t) = h(t, xi(t), xa(t), - xn (1))

X (1) = folt, xa(£), 30 (0), -+ xa(E))

donde ;é/ym// may /%(V/

e 7T --» ntervalo de trabajo

@ t € L --» variable independiente de las funciones incégnitas

o xi(t), x2(t), ..., xa(t) --»  funciones incdgnitas.
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4.1 Introduccién a SEDOs de primer orden

Definiciones previas

Definicion
Se denomina SEDQO lineal de primer orden, a todo sistema de
ecuaciones diferenciales de la forma
x(t) = au(t)x(t) +...+an(t)xn(t) + ba(t)
x(t) = au(t)x(t )+ +32n(t) xn(t) + ba(t)
) ; ) ) . t el
xp(t) = am(t)x(t )+ +ann( )xn(t) + bn(t)
donde
@ aji(t) : Z — R --» coeficientes del sistema
e bi(t) : Z — R --» términos independientes del sistema
o xi(t), x2(t), ..., xa(t) --»  funciones incdgnitas.
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4.1 Introduccién a SEDOs de primer orden

Definiciones previas

Definicion

Sea el SEDO lineal de primer orden

x1(t) = an(t)xa(t)+...+ a1a(t)xn(t) + b1(t)
Xé(t) = azl(t)xl(t)—|—...+ag,,(t)x,,(t)+b2(t)
: 3 : : : : ; tel
xp(t) = ap(t)x1(t) + ...+ ann(t)xa(t) + bp(t)
e Sistema lineal homogéneo si b;(t) =0,i=1,2,...,n

e Sistema lineal completo, en caso contrario.

e Sistema lineal de coeficientes constantes, si todas las funciones
aj(t), i,j=1,2,..., n son funciones constantes, es decir, si

aj(t)=a;€R, ij=12..., n

= - - -
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4.1 Introduccién a SEDOs de primer orden

Expresion matricial de SEDOs lineales

x(t) \’ an(t) ... ain(t) x1(t) by (t)
Xz(t) 221(1') e 32,,(1‘) Xg(t) bg(t)
. - . . . + .
Xn(t) an1(t) ... ann(t) xn(t) bn(t)
\ 2 \ 3
X'(t) A(t) X(t) B(t)

@ Vector de incégnitas X(t) € M x1,
@ Matriz de coeficientes A(t) € M xp
@ Vector de términos independientes B(t) € M1

J
X' (t) = A()X(t) + B(t)!|
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4.1 Introduccién a SEDOs de primer orden

Expresion matricial de SEDOs lineales
X'(t)=A(t)X(t)+B(t), teZ

1(t)
° ¢(t) = : € M« es solucién del sistema si
n(t)
¢'(t) = A(t)p(t) + B(t), tel
o Estructura de la solucién general:

Xe(t)=¢(t, G, G, .. -, Cn) € Mpx1, G,..o, C,eR
Sistema lineal homogéneo
B(t)=0= X'(¢t) = A(t)X(t), teZ
@ Sistema lineal de coeficientes constantes
Ay = A= (ay)"_,, X'(t)=AX(t)+B(t), tel

ij=1
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4.2 SEDOs lineales homogéneos

Estructura del conjunto de soluciones

Teorema

El conjunto de soluciones del sistema lineal homogéneo
X'(t) = A()X(t),  A(t) = (a(t))] ;=1 € Mnxn
tiene estructura de espacio vectorial de dimension n. Por ello, si

B = {¢1(t), ¢2(t), ... dn(t)}

es una base de dicho espacio vectorial de soluciones, entonces

XH(t) = Qg1 (t) + Coa(t) + ... + Cafn(t) = D(t)C

G
Com | 1 | R @)= (#a(0) [ 42() 111 6ul)
Ch
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4.2 SEDOs lineales homogéneos

Estructura del conjunto de soluciones

Definicion

X(t) = AO)X(t),  At) = (a5(t))7;—1 € Maxn

ij=1

Se denomina Sistema fundamental de soluciones del sistema, a
todo conjunto de n vectores solucion

B = {¢1(t), $2(t), ... dn(t) }

que constituya una base del esp. vect. de soluciones de éste. En

este caso la matriz /g/é }/g/ WA W /4)«?2]
0(0)i= (#2(6) | $2(6) |1 9n(0)) € Mo,

es una Matriz fundamental del sistema y Xt (t) = ®(t)C
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4.2 SEDOs lineales homogéneos

Propiedades de matrices fundamentales

Sea ®(t) € M, x, una matriz fundamental de
X'(t) = A(t)X(t), teZ

Entonces:
° CID(t) es matriz solucidn, es decir,

d'(t) = A(t)D(t), Vtel

o [®(t)|#0 VteZ = I dt) VteT,
@ Como consecuencia de los puntos anteriores, se verifica que

A(t) = @' (1) ().
®(t) Matriz fundamental = Matriz de coeficientes A(t)
e Si K € M, es una matriz constante y regular (|K| # 0)

VUL i bl
D(t) := P(t)K € Mpx, matriz fundamental
I
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5{ /mym%éj/

1 Si K € My, es una matriz constante y regular (|K| # 0)

I :
®(t) := ®(t)K € Mpx, matriz fundamental

/0%%‘55//@ si by cotmnas A PLT) son
Jolutions /}zzézz//;éz//é gpalptcr (bt
ol [ uh. lonni oo G0 T v il

Y )i s /(%/”%MC 4 sachoendndid
b b colmndy &
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4.3 SEDOs lineales completos

Estructura del conjunto de soluciones

Teorema

El conjunto de soluciones del SEDO lineal completo

X'(t) = A(OX(t) +B(t) | A(t) = (a(t))i;—1 € Maxn

tiene estructura de espacio afin de dimension n con espacio
vectorial asociado, el espacio vectorial de soluciones del sistema
lineal homogéneo asociado. Por ello

XE(1) = X8 (1) + Xg(t) = @(1) C + X5(1),

donde ®(t) € M« es una matriz fundamental del SEDO lineal
homogéneo asociado y C := (C;)"_; € M«1 es un vector de
constantes arbitrarias, con C; e R, i=1,..., n.
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4.3 SEDOs lineales completos

Principio de Superposicion de Soluciones

Teorema

Si pi(t) € Mpx1 es una solucion del sistema
X'(t) = A(t)X(t) + Bi(t),
donde A(t) € Mpxn, Bi(t) € Mpx1, i = 1,2, entonces
P(t) = ¢a(t) + §2(t) € Mpu1,

es solucion del sistema %\%‘“‘/’M

X'(t) = A(D)X(e) + (Bu(t) + Ba(1)) .
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4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

Sea el sistema lineal b momenlo % M

/

)_(/(t) :A)_((t)+g(t). A= (a,-J-),fszl € Mpxn

donde , siendo

j J --» una forma candnica de Jordan de la matriz A

P --»  una matriz de paso asociada a J = |P| # 0

Entonces, una matriz fundamental del sistema lineal homogéneo
viene dada por

®(t) := et = PeTtp1,

y debido a que |P| # 0, otra matriz fundamental del mismo es

&(t) := eMp = Pt
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4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

» Repaso del célculo de et con A = (aj)7 =1 € Mnxn

@ J --» una forma candnica de Jordan de la matriz A
@ P --» una matriz de paso asociada a J.
A=PIJP ! = Mt =peltp!

Para el cilculo de e/t deben tenerse en cuenta:

e Si J queda subdividida en / cajas en la forma

J1 elit
J2 ezt

T elit
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4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

» Repaso del célculo de et con A = (aj)f ;=1 € Maxn

e Silacaja J;,i=1,..., I, es diagonal,
r N2

Ti= _ = eJit =
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4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes

@ Silacaja J;,i=1,..., I, es de la forma
A; 0O 0O -+ 0 O
1 A O -« 0 O
0O 1 A; --- 0 O
Ji= o Do € Miixr,
0 0 O A 0
0O 0 O 1 A
U
1 0 0 0 0
1i2! 1 0 0
% % 1 0 O
eJit .= ehit ; : : . Co € M xr,
tr,-—2 tr,-—3 t
= 1 0
ri—2)! ri—3)! 1!
( trl-fl) ( trl-72) tr,-73 t

iy

(I’,‘*l)! (r,-72)! (I‘,’73)!



4.4 SEDOs lineales de coeficientes constantes
Example (Problema 1 - Hoja 4A)

Demuéstrese que si ¢(t) € M1 es un vector solucién de un
sistema lineal homogéneo de coeficientes constantes, entonces
@' (t) € Mpx1 también es vector solucién de dicho sistema.

Example (Problema 2 - Hoja 4A)

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales

{ ;; Ve 3y + ef (i/ (Z fj {/7 ’Lw

Hallese la solucién particular que pasa por el punto _)5-i)+z-0
(to; x0, yo) = (0;1,2). Neghiz-o A2
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