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Objetivos a cubrir

Una vez finalizado el tema, el alumno:

Conocerá la definición de la Transformada de Laplace de una
función y sabrá aplicar con agilidad y soltura las principales
propiedades operativas de ésta, pudiendo aśı calcular la
Transformada de Laplace de una función dada.

Dominará la técnica de resolución de EDOs lineales basada en
la aplicación de la Transformada de Laplace.

Conocerá las ventajas de la aplicación de la Transformada de
Laplace en la resolución de ciertos tipos de EDOs lineales,
frente a las limitaciones que ofrecen otros métodos
alternativos ya estudiados.

Conocerá una gran variedad de problemas del campo de la
f́ısica y la ingenieŕıa modelados en términos de EDOs lineales,
que son resueltos por aplicación de la Transformada de
Laplace.



Bibliograf́ıa del tema

Los contenidos del tema pueden ser seguidos por:

Transparencias de clase

Caṕıtulo 3 de Ecuaciones Diferenciales y en Derivadas
Parciales (Apuntes del curso 2015/16 en el Portal de
Recursos), Cano Casanova, S. y Jiménez Casas, A.

Hoja 3A y Hoja 3B de problemas de la asignatura

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Teoŕıa y Problemas.
Métodos exactos, métodos numéricos, estudio cualitativo. De
la Villa Cuenca, A., López de la Rica, A. y otros autores.
CLAGSA, 2006.



Índice de contenidos

Definición de Transformada de Laplace y ejemplos básicos

Propiedades de la Transformada de Laplace

Tabla de transformadas básicas de Laplace

Transformadas de Laplace de funciones a trozos

Cálculo de transformadas inversas de Laplace.

Aplicaciones de la Transformada de Laplace:
↭ Resolución de EDOs y SEDOs lineales (principalmente con

términos independientes que sean funciones a trozos)
↭ Problemas de sistemas masa-resorte
↭ Circuitos eléctricos RL, RLC y multimalla en serie
↭ Cálculo de la flexión de una viga



3.1 Definición y ejemplos

Definición

Sea f : [0,∞) →↑↓ R. Se define la Transformada de Laplace de la
función f (t) como la función

F (s) := L[f (t)](s) :=
∫ ∞

0
f (t)e↑st dt ,

definida para aquellos valores de s ↔ R para los que F (s) es
convergente.
Se dirá que f (t) es la Transformada inversa de Laplace de F (s) y
se denotará por L↑1[F (s)] = f (t), es decir,

L[f (t)] = F (s) ↗ f (t) = L↑1[F (s)]

iParaqui cirre en EDOs?
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3.1 Definición y ejemplos

Example (Problema 1 - Hoja 3A)

Hállense L[eatcos(bt)] y L[eatsen(bt)]

Solución:

∫ ∞

0
eatcos(bt)e→st dt + i

∫ ∞

0
eatsen(bt)e→st dt =

∫ ∞

0
eat(cos(bt) + isen(bt))e→st dt =

∫ ∞

0
eate ibte→st dt =

∫ ∞

0
e(a→s+ib)t dt =

1

a→ s + ib

[
e(a→s+ib)t

]t=∞

t=0
=

→1

(a→ s) + ib
=

1

(s → a)→ ib

(s → a) + ib

(s → a) + ib
=

s → a

(s → a)2 + b2
+ i

b

(s → a)2 + b2
, s > a



3.1 Definición y ejemplos

Aśı tenemos que

L[eatcos(bt)] =
s → a

(s → a)2 + b2
, L[eatsin(bt)] =

b

(s → a)2 + b2

↑

Casos particulares (Problema 1 - Hoja 3A)

a = 0 ↓ L[cos(bt)] = s
s2+b2 , L[sin(bt)] = b

s2+b2

b = 0 ↓ L[eat ] = 1
s→a

a = 0 y b = 0 ↓ L[1] = 1
s

¡Qué nosfalta?



3.1 Definición y ejemplos

Example (Problema 1 - Hoja 3A)

Hállese L[tα], para α > →1.

Solución:

L[tα](s) =
∫ ∞

0
tα e→st dt

u=st

=
∫ ∞

0
e→u

(u
s

)α 1

s
du

=
∫ ∞

0
e→u uα 1

sα+1
du =

1

sα+1

∫ ∞

0
e→u uα du

=
Γ(α + 1)
sα+1

, α > →1

ω Observación: Si α = n ↔ N

L[tn](s) =
Γ(n+ 1)
sn+1

=
n!

sn+1

iQué norfalta?



3.2 Propiedades de la Transformada de Laplace

↭ Notación:

L[f (t)] = F (s) ↗ f (t) = L→1[F (s)]

L[g(t)] = G (s) ↗ g(t) = L→1[G (s)]

Linealidad:

L[αf (t) + βg(t)] = αF (s) + βG (s) , α, β ↔ R

L→1[αF (s) + βG (s)] = αf (t) + βg(t)

Traslación:

L[eat f (t)] = F (s → a) , a ↔ R

L→1[F (s → a)] = eatL→1[F (s)] = eat f (t)

polinomiosy2(taty,hlagnt
En palabras :

escribe la transformadadef
y cambias por s-a. <
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3.2 Propiedades de la Transformada de Laplace

Transformada de la derivada de una función:

L[f →(t)] = sL[f (t)]↑ f (0) = sF (s)↑ f (0)

L[f →→(t)] = L[(f →(t))→] = · · · = s2F (s)↑ f (0)s ↑ f →(0)

L[f →→→(t)] = L[(f →→(t))→] = · · · = s3F (s)↑ f (0)s2 ↑ f →(0)s ↑ f →→(0)
...

...
...

...
...

L[f n)(t)] = · · · = snF (s)↑ f (0)sn↑1 ↑ · · ·↑ f n↑1)(0) >

> Suponemosque F(s) existeyquefu derivable
.

Bastacon laprimera 2[f)(s) = s2(fi](-fir = s(sf estfr)-f(0)



Transformada de la derivada
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Derivada de la transformada
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¡Qué aporta Lque no apieramos hacerya?

Supongamosquequiene resolver :

y"- sy+by =f(t) donde

f(t) es 홉홉
Los mitadosque henos visto nosirven.



Funciones como esta ce dejan escribir
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· Esto permite definir funcionesper tramas
· Ejercicio : define lafunción trapezoidalde la
página anterior rando escalones.



3.1 Definición y ejemplos

Example (Problema 1 - Hoja 3A)

Hállese L[H(t → a)] donde H(t → a) es la función de Heaviside
definida para cada a ↑ 0 por

H(t → a) :=
{

0 si t < a
1 si t ↑ a

Solución:

L[H(t → a)] =
∫ ∞

0
H(t → a)e→st dt =

∫ a

0
0 dt +

∫ ∞

a
e→st dt

=

[
→e→st

s

]t=∞

t=a

=
e→as

s
, s > 0

↓

L[H(t → a)] =
e→as

s
, s > 0

-> 2(M(t) = 2(1) =5per tanto...



3.1 Definición y ejemplos

Example (Problema 1 - Hoja 3A)

Hállese L[δ(t)], donde δ(t) es la Delta de Dirac definida por

δ(t) := lim
ε↔0

δε(t) ,

donde para cada ε > 0,

δε(t) :=
{

1
ε si 0 ↗ t ↗ ε
0 si t > ε

¿Quésucede ciqueremos hacer unpulso instantáneo?



Gráfica de Selt) Grique S(t))
o to Noesunafunción

^

ic? t=o es una^

lárea1) distribución"I nee
LIS](s) =??

>
ε

L[8ect]”=。℃itut=を。行式な
Ypasando al límite con e-o

L{δ(#]( s
)

= limL
[8c[ t]==}=I

EO
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na cer la antitranferada de constantes
.


