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Objetivos a cubrir

Una vez finalizado el tema, el alumno:

@ Conocera la terminologia basica y los principales resultados
tedrico-practicos relativos a ecuaciones diferenciales lineales.

@ Manejara con fluidez y soltura las principales técnicas de
estudio y resolucién de éstas.

@ Conocera algunas de las muchas aplicaciones de las
ecuaciones diferenciales lineales a problemas del campo de la
fisica y la ingenieria.



Bibliografia del tema

Los contenidos del tema pueden ser seguidos por:

@ Transparencias de clase

o Capitulo 2 de Ecuaciones Diferenciales y en Derivadas
Parciales (Apuntes en el Portal de Recursos), Cano Casanova,
S. y Jiménez Casas, A.

@ Hoja 2A y Hoja 2B de problemas de la asignatura

@ Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Teoria y Problemas.
Métodos exactos, métodos numéricos, estudio cualitativo. De

la Villa Cuenca, A., Lépez de la Rica, A. y otros autores.
CLAGSA, 2006.
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2.1 Introduccién a EDOs lineales de orden genérico

Definiciones previas

Definicion
Se denomina EDO lineal de orden n, a toda EDO de la forma

YO () + an1(£)y" U (t) + -+ ar(t)y' (2) + a0 (t)y(t) = (1),

cont € I, donde:
e 7 --» ntervalo de trabajo
@ 3(t) : T — R --» coeficientes de la EDO
e f(t) : Z — R --» término independiente de la EDO
e y(t) --» funcién incégnita.




2.1 Introduccién a EDOs lineales de orden genérico

Definiciones previas

Definicion

Sea la EDO lineal de orden n

Yy (t) + an-1(8)y" V(1) + -+ ar(t)y' (t) + ao(t)y (t) = £(t)

Se dice que es una:

e EDO lineal homogénea de orden n, si f(t) =0,
e EDO lineal completa de orden n, si f(t) # 0

@ EDO lineal de coeficientes constantes, si todas las funciones
aj(t), i=0,1,...,n—1 son funciones constantes, es decir, si

a,-(t):a,-elR, i=0,1,..., n—1




2.1 Introduccién a EDOs lineales de orden genérico

Definiciones previas

+ Notaciones:
o Lly] =f(t)

Lly] := y"™(t) + an-1(t)y™ D (t) + - -+ ar(t)y' (t) + a0 (t)y(t)

o yH(t) --» solucién general de L[y] =0
(t) --» solucién general de L[y] = f(t)
e y5(t) --» solucién particular de L[y] = f(t)
* Observaciones:

@ Mas adelante se verd que la solucién general de una EDO
lineal de orden n depende de n constantes arbitrarias
G, G, ....,eR

e El operador diferencial L[y] es lineal en y, ya que:
Llayi(t) + By2(t)] = allyr(t)] + BL[y2(t)], Vo, pER
I



2.1 Introduccién a EDOs lineales de orden genérico

Problemas de Valor Inicial en EDOs Lineales

Se denomina Problema de Valor Inicial (PVI) para una EDO lineal
de orden n, a todo problema de la forma

Yy (t) + a1 (£)y" D (t) + - - - + ao(t)y(t) = F(t), t € (t1, t2)

0

y(to) =y, y'(t0) =y, ....y" (ko) = y0 ,

conyd, 2, ....y0 L ERYy ty € [ty, to]

* Resolucidn:

@ Solucién general de L[y] = f(t) que dependerd de n

constantes arbitrarias C;, G, ..., C, € R
@ Ajuste de constantes Ci, G, ..., C, € R de la solucién
general



2.1 Introduccién a EDOs lineales de orden genérico

Problemas de valor inicial en EDOs lineales

Teorema (Existencia y unicidad de soluciones de PVIs)

Sea el problema de valor inicial
Y (t) + an-1(t)y" D (t) + -+ ao(t)y(t) = f(¢) , t € (to, ta)

0
1:-

y(to) =38, y'(to) = y2,....y" (k) = y2 ;

Siai(t), i=0,1,...,n—1 y f(t) son funciones continuas en un
entorno de ty, existe 6 > 0 tal que PVI tiene una tinica solucién
@(t) en [to, to + J)




2.2 EDOs lineales homogéneas

Sea la EDO lineal homogénea de orden n,
Lly]=0

y supongamos que:
@ yi(t) es solucién de L[y] =0 = L[yi(

@ y»(t) es solucién de Lly] =0 = L[y
|l linealidad de L[y] |

Llayr(t) + By2(t)] = allyi ()] + BLIy2(8)] =0, Va, B € R

4
ay1(t) + By2(t) essolucién de L[y] =0 Va, B€R
4
{Soluciones de L[y] =0} = Espacio Vectorial --» dimensién ?



2.2 EDOs lineales homogéneas

El conjunto de soluciones de la EDO lineal homogénea de orden n,
L[y] = 0, tiene estructura de espacio vectorial de dimension n. Por

ello, si
B ={y1(t),y2(t), ... ya(t)}
es una base de dicho espacio vectorial de soluciones, entonces

ye(t) = Cuya(t) + Goya(t) + -+ Coyn(t) = () C

D(t) := (ya(t) y2(t) ... yn(t)) € Mixn, C:=




2.2 EDOs lineales homogéneas

Definicidon

Sea la EDO lineal homogénea de orden n, L[y| = 0. Se denomina:

@ Sistema fundamental de soluciones de la EDO, a todo
conjunto de n soluciones B = {yi(t), y2(t), ..., yn(t)} que
constituya una base del esp. vect. de soluciones de ésta.

@ Matriz fundamental de la EDO, a toda matriz

D(t) == (y1(t), y2(t), ... yn(t)) € Mixn

cuyas componentes constituyan un sistema fundamental de
soluciones de la EDO. En este caso

yH(t) =®(t)C, C e Mpa




2.2 EDOs lineales homogéneas

Definicién
Sean y1(t), y2(t), ..., yn(t) soluciones de la EDO lineal
homogénea de orden n, L[y] = 0. Se definen:

@ La Matriz Wronskiana asociada a las anteriores soluciones,
como la matriz cuadrada de orden n definida por:
yi(t) y2(t) oo yao1(t)  ya(t)
L 710 N AN A ()
W)= | WO Oy v
1 1 1 1
i O N7l O Bl (O 7 (5
e El Wronskiano como |W (t)]




2.2 EDOs lineales homogéneas

* Objetivo:
Y1, Y2, - -+, yn soluciones de L[y] =0 = Sistema fundamental ?

Teorema (Caracterizacién de sist. fundamentales)

Sean yi(t), y2(t), ..., yn(t) soluciones de la EDO lineal
homogénea de orden n, Lly] =0 y W(t) su matriz wronskiana
asociada. Se verifica que

o [W(t)|=0 VteZ 6 |W(t)|#0 VteZ

o B = {y1(t), y2(t), ..., yn(t) } constituye un sistema
fundamental de soluciones de L[y] =0 < |[W(t)| # 0
Vtel

* Observacion: Si ®(t) := (y1(t), y2(t), ..., yn(t)) es una matriz
fundamental de L[y ] = 0y W(t) es su matriz wronskiana asociada,
entonces existe W~1(t).



2.3 EDOs lineales completas

Estructura del conjunto de soluciones

Sea la EDO lineal completa de orden n, L[y] = f(t) y supongamos

que:
@ yi(t) essolucién de L[y] = f(t) = L[a(t)] = f(t)
@ y»(t) es solucién de Lly] = f(t) = Llya(t)] = f(t)

I} linealidad de L[y] |
L (t) = ya(0)] = Ll (6)] = Llya(6)] = (1) = £(£) = 0
\
y1(t) — y2(t) es solucién de L[y] =0

|} Punto 1 = Punto 2 + vector |}
y&(t) = y& (t) + y5(t) = ®(£)C + y5(t)
{Soluciones de L[y] = f(t)} = espacio afin de dimensién n



2.3 EDOs lineales completas

Estructura del conjunto de soluciones

Teorema

El conjunto de soluciones de una EDO lineal completa de orden n,
L[y] = f(t) tiene estructura de espacio afin de dimension n con
espacio vectorial asociado, el espacio vectorial de soluciones de la
EDO lineal homogénea asociada L[y] = 0. Por ello

y&(t) = y& (1) + y5(t) = ®(£)C + y£(t),

donde:
o ®(t) € Mixn es una matriz fundamental de la EDO lineal
homogénea asociada L[y| =0
o C:=(G)"; € Mpx1 es un vector de constantes arbitrarias,
con G eR,i=1,...,n
o y5(t) solucion particular de L[y| = f(t)

v
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2.4 EDOs lineales homogéneas de coeficientes constantes

Definicién (Polinomio caracteristico)

Sea la EDO lineal homogénea de coeficientes constantes
Y () + an-1y™ V(t) + -+ ary'(t) + aoy(t) = 0

con ag, ..., an—1 € R. Se define el Polinomio Caracteristico
asociado a dicha EDO, como el polinomio P(\) de grado n
definido por

P(A):=A"4+a, 1 A" - ag A+ ag

* Objetivo:
Raices de P(A) «----» Soluciones de L[y] =0 ?

4
Matriz fundamental ®(t) de L[y] =0 ?



2.4 EDOs lineales homogéneas de coeficientes constantes

Teorema (Parte |: Raices reales)

Sea P(\) el polinomio caracteristico de la EDO lineal homogénea
de coeficientes constantes L[y| = 0. Entonces:

o SiAg € R es raiz real simple de P()), entonces e’

solucién de L[y] = 0.

@ SiAg € R es raiz real miltiple de P(A) con multiplicidad k,
entonces

es

e)\ot, te/\ot, t2 e)\ot’ . tkfl e)\ot,

son k soluciones independientes de L[y] = 0.




2.4 EDOs lineales homogéneas de coeficientes constantes

Teorema (Parte II: Raices complejas)

Sea P(A) el polinomio caracteristico de la EDO lineal homogénea
de coeficientes constantes L]y| = 0. Entonces:

@ SiAg = a=xibe C son raices complejas conjugadas simples
de P(A), entonces
e?'sen(bt), e cos(bt)
son dos soluciones independientes de L]y] = 0.

@ SiAy = a=+ibe C son raices complejas conjugadas muiltiples
de P(A) con multiplicidad k, entonces

e¥sen(bt) , t e®tsen(bt), ..., t"*"esen(bt),

e®cos(bt), te®cos(bt), ..., t* ecos(bt),

son 2k soluciones independientes de L]y] = 0.




2.4 EDOs lineales homogéneas de coeficientes constantes

Teorema (Parte IlI)

Sea P(A) el polinomio caracteristico de la EDO lineal homogénea
de coeficientes constantes L]y| = 0. Entonces:

@ Las soluciones de los apartados anteriores asociadas a raices
diferentes de P(A) son independientes entre si.

4
Raices de P(A) = Matriz fundamental ®(t) de L[y] =0
G
ye(t)=@(t)C, C:=| : | €Mna, GER
Cn



2.4 EDOs lineales homogéneas de coeficientes constantes
Example (Problema 1 - Hoja 2A)

Hallese la solucidén general de las siguientes ecuaciones
diferenciales:

a) yiv _ y// -0
b) yiv +y/// +y// =0
C) yv + 5yiv + 5y/// + y// + 6y/ . 18y =0

Example (Problema 2** - Hoja 2A)

Se pide: a) Determinar la ecuacién diferencial lineal completa de
coeficientes constantes y orden minimo que admite como
soluciones a las funciones @1(t) = ch?(t) y @a2(t) = sen?(t).

b) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial obtenida en
el apartado anterior.

c) Obtener la solucién de la ecuacién diferencial del apartado a)
que es periddica y tiene por recta tangente en el punto (0, y(0)) a
la recta y =t — 3.




2.4 EDOs lineales homogéneas de coeficientes constantes

Hasta aqui el dia 2026-09-25

Ejercicios (de Hoja 2B)

@ Problema 1
@ Problema 2

@ Problema 3



Fernando San Segundo
Hasta aquí el día 2026-09-25 


2.5 EDOs lineales|completas de coeficientes constantes .

Resultados generales

Sea la EDO lineal completa de orden n y coeficientes constantes
L[y] = f(t). Por lo visto anteriormente

yE(t) =y (t) +yp(t) = @(t)C + yp(t)
o O(t) € My, es una matriz fundamental de L[y| =0
o C € M1 es un vector de constantes arbitrarias

e y5(t) solucién particular de L[y]=f(t).

Métodos de célculo de y5(t):

@ Método de Variacién de Constantes --+ valido para EDOs
lineales completas de coeficientes variables o constantes.

@ Métodos de Coeficientes Indeterminados --+ viélido
dnicamente para (algunas) EDOs lineales completas de
coeficientes constantes



2.3 EDOs lineales completas

Teorema

Sean

e yi(t) solucién de la EDO lineal completa Lly] = fi(t) e
@ y»(t) solucién de la EDO lineal completa L]y] = f(t)
Entonces
y(t) := ay1(t) + Bya(t)

es solucion de

Lly] = afi(t) + Bh(t) Va, BER
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2.3 EDOs lineales completas

Formula de Variacion de Constantes

* Objetivo: @(t) matriz fundamental de Ly] =0 --» y5(t) ?

Teorema (Férmula de Variacién de Constantes)

Sean la EDO lineal completa de orden n, L[y] = f(t) y

o ®(t) una matriz fundamental de la EDO lineal homogénea
asociada L[y] =0

e W(t) la matriz wronskiana asociada a ®(t).

Se verifica que una solucién particular y5(t) de L[y| = f(t) viene
dada por

yo(t) := CD(t)/ W=t(t) : dt
f(t)




2.3 EDOs lineales completas

Formula de Variacion de Constantes:

Corolario
Sean la EDO lineal completa de orden n, L[y] = f(t) y

o ®(t) una matriz fundamental de la EDO lineal homogénea
asociada L[y] =0

o W(t) la matriz wronskiana asociada a ®(t).

Se verifica que una expresién de y&(t) es
0
ve(t) == o(t) C+/ W1(t) 0 dt
f(t)

donde C := (C;)"_; € M1 es un vector de constantes
arbitrarias, con C; e R, i =1, ..., n.

T = = =



2.5 EDOs lineales completas de coeficientes constantes

Método de Coeficientes Indeterminados

Teorema (Método de Coeficientes Indeterminados - Parte )

Sea la EDO lineal completa de orden n y coeficientes constantes

y P(X) el polinomio caracteristico de la EDO lineal homogénea
asociada L[y] = 0. Entonces:
o Sif(t) = Qm(t) donde Qn(t) es un polinomio de grado m,
entonces:
e SiA =0 noesraizde P(A) = y5(t) = Q(t)
o SiA =0 es raiz de P(A) con multiplicidad k =
yh(t) = t“ Qn (1)
donde Q},(t) es un cierto polinomio de grado m a determinar.




2.5 EDOs lineales completas de coeficientes constantes

Método de Coeficientes Indeterminados

Teorema (Método de Coeficientes Indeterminados - Parte II)

Sea la EDO lineal completa de orden n y coeficientes constantes

y P(X) el polinomio caracteristico de la EDO lineal homogénea
asociada L[y] = 0. Entonces:
o Sif(t) = e Qn(t) donde Qn(t) es un polinomio de grado
m, entonces:
o SiA=anoesraizde P(A) = y5(t) = e Q,(t)
o SiA=aesraiz de P(A) con multiplicidad k =
yp(t) = th e Q1 (t)
donde Q},(t) es un cierto polinomio de grado m a determinar.




2.5 EDOs lineales completas de coeficientes constantes

Método de Coeficientes Indeterminados

Teorema (Método de Coeficientes Indeterminados - Parte I11)

Sea la EDO lineal completa de orden n y coeficientes constantes
Lly] = f(t) y P(A) el polinomio caracteristico de la EDO lineal
homogénea asociada L[y| = 0. Entonces:

o Sif(t) = e (Qm(t)cos(bt)+ Ri(t)sen(bt)) donde Qm(t) y
R;(t) son polinomios de grado m y I, respectivamente,
entonces:

o SiA = a=ib no son raices de P(A) =
Y8 (t) = €% (@3(t)cos(bt) + Riy(£)sin(bt))
o SiA = a=ib son raices de P(A) con multiplicidad k =
y5(t) = tk et (Qjy(t)cos(bt) + Ry, (t)sin(bt))
donde M = max{m, I} y Q,(t) y Ry,(t) son polinomios de
grado M a determinar.




2.5 EDOs lineales completas de coeficientes constantes

Método de Coeficientes Indeterminados

Example (Problema 3 - Hoja 2A)

Hallese la solucién general de las siguientes ecuaciones
diferenciales:

a) y/// —y = te2t

b) y” +4y + 3y = sen(t)
c) yV—y"=2t-3
d) "+ 4y cos](2t)




2.5 EDOs lineales completas de coeficientes constantes

Método de Coeficientes Indeterminados

Example (Problema 4 - Hoja 2A)

Sea L[y| = cos(2x) la EDO lineal completa de orden minimo y
coeficientes constantes, que verifica que ninguna de sus soluciones
estd acotada en x € R y cuya EDO lineal homogénea asociada
admite soluciones constantes y soluciones periddicas. Se pide:

a) Hallar explicitamente la EDO L[y] = cos(2x)

b) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial del
apartado a).

c) Hallar la solucién general de la EDO

1
cos(2x) '

L[y] = cos(2x) +

donde L[y] es el operador diferencial del apartado a).




2.5 EDOs lineales completas de coeficientes constantes

Método de Coeficientes Indeterminados

Ejercicios (de Hoja 2B)

@ Problema 3
@ Problema 5
@ Problema 6

@ Problema 7




2.7 Aplicaciones de EDOs lineales (de segundo orden)

Sistemas masa-resorte

o Fuerza restauracién del resorte --» Frest(t) = —kx(t) i
e Fuerza amortiguamiento del medio --» Fopm(t) = —ux'(t) i

o Fuerza externa --» ?(t) = sen(wt)T>

o Ley de Newton ——» Fress(£) + Fams(t) + F (£) = mx"(£) 7

mx"(t) +ux'(t)+kx(t)=1f(t), t>0,m>0, k>0 u>0
x(0) =xp, X'(0)=0



2.7 Aplicaciones de EDOs lineales (de segundo orden)

Example (Problema 6 - Hoja 2A)

Sea el sistema masa-resorte de la figura anterior. Hallese la
posicién x(t) de la carreta en cada instante de tiempo t > 0, si en
el instante inicial la carreta es desplazada a una distancia xp y
soltada con velocidad inicial nula, en cada uno de los siguientes
Ccasos:
1.- Vibraciones libres, cuando f(t) = 0, es decir, si w = 0:
a) Vibrac. libres no amortiguadas, es decir, cuando y = 0
b) Vibrac. libres amortiguadas, es decir, cuando u # 0:
o Caso sobreamortiguado —-» u? — 4mk > 0;
o Caso criticamente amortiguado --+ u? — 4mk = 0;
o Caso subamortiguado --+ u? —4mk < 0;

2.- Vibraciones forzadas, cuando f(t) # 0, es decir, si w # 0.




2.7 Aplicaciones de EDOs lineales (de segundo orden)
Circuitos eléctricos RLC, ( Q(t), I(t) = Q'(t) )

R Resistencia C Condensador

00) :
I(t) Corriente L Inductancia

Voltaje aplicado E(/)

Caida de potencial resistencia --» Eg(t) = RI(t)= R Q'(t)
Caida de potencial del condensador --» Ec(t) = Q(t )/C
Caida de potencial de la malla --» E;(t) = LI"(t)= L Q"(t)
Ley de Kirchhoff --» Eg(t) + Ec(t) + E.(t) = E(t)

{ LQ'(t) +RQ(t)+ ¢ Q(t) =E(t), t>0

Q0)=Q, @Q(0)=1(0)=0
I



2.7 Aplicaciones de EDOs lineales (de segundo orden)

Circuitos eléctricos RLC[ Example:Problema 7 - Hoja 2A]
Sea el circuito RLC anterior. Se pide:
a) Demostrar que si E(t) =0y R # 0, entonces la carga Q(t)
tiende a desaparecer con el paso del tiempo.

b) Para el caso en el que E(t) = cos(at) y L= C =1, hallar
justificadamente el valor de la resistencia, R > 0y de a > 0,
para que ninguna solucién de dicha ecuacién esté acotada en

€ [0, 0). Determinar para dichos valores la carga Q(t)
acumulada en el condensador en todo instante de tiempo t,
sabiendo que la carga inicial es nula y que se cierra en el
instante t = 0 (/(0) = 0).

c) Para el caso en el que E(t) =5+ 1+e2“ L=1R=3y
C = % hallar una solucién particular de la ecuacién diferencial
que rige le circuito sabiendo que la carga es nula y que se
cierra en el instante t = 0.



2.7 Aplicaciones de EDOs lineales (de segundo orden)

Circuitos eléctricos RLC Vibraciones en sistemas mecanicos

Ejercicios (de Hoja 2B)

@ Problema 9

Circuitos eléctricos RLC

Ejercicios (de Hoja 2B)
@ Problemas 10 a 12




2.7 Aplicaciones de EDOs lineales (de segundo orden)

Comparativa de modelos

\Sistemas masa-resorte < Circuitos eléctricos RLC\

mx"(t) + pux'(t) + kx(t) = , t>0
7 7 ) )
LQU(t) +RQ(t)+ £ Q(t) = , t>0




